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1 自己組織化現象

雪の結晶，砂紋，魚の表皮模様などの模様は，分子，砂，細胞など（模様の空間スケー

ルに比べると）小さな要素から構成される。これらの現象は，系全体を監視する何らかの

システムが各要素の運動を制御しているのではなく，要素の移動や要素同士の相互作用と

いった局所的な出来事が繰り返されることにより自発的に生成されるという特徴を持つ。

このような現象は自己組織化現象と呼ばれる。

模様が現れる仕組みに共通点は存在するのであろうか，それとも現象ごとにまったく異

なるのだろうか？このような問いに対して近年，理論的・実験的研究が盛んに行われてい

る。自己組織化現象の仕組みを理解する上で数学は重要な役割を果たす。まず，理論解析

を行うためには現象を再現する方程式（数理モデル）を作成する必要がある。要素の移動

や要素間相互作用のルールに対して仮説を立て，数式で表現し，計算機などを用いて仮説

の妥当性を検証することによって数理モデルを完成させる。次に，数理モデルに対して数

学解析を行い，模様が現れる条件を明らかにすることによって，現象の発生機構を解明し

ていくことになる。

本講座では，自己組織化現象の数理モデルとして代表的なものを紹介する。その中でも

2.1章の格子モデルと 2.2章の漸化式による数理モデルは計算機プログラムが比較的容易

であるので興味がある方は是非プログラムを作成してほしい。3章では漸化式による数理

モデルの解析手法の一例を紹介する。座標変換を行うことによって解析が楽になること

や，異なる視点から現象を理解できることを解説する。また，4章では偏微分方程式と漸

化式の関係についても簡単に説明する。



2 数理モデル

自己組織化現象は分子や砂などスケールの小さい要素（ここでは粒子と呼ぶ）の移動や

粒子間の相互作用を繰り返すことによって形成される。移動と相互作用を数式で記述し，

現象を再現する数理モデルを作成することによって自己組織化現象の仕組みの解明が可能

になる。数理モデルとして様々なものが提案されているが，ここでは格子モデルと漸化式

による数理モデルを紹介する。

2.1 格子モデル

空間的に配置されたセル間の粒子移動とセル内における粒子の生成・消滅を考慮に入れ

た格子モデルを紹介する。

ランダムウォーク

はじめに，粒子の生成・消滅は考えず，粒子の移動のみを考慮した現象としてランダム

ウォーク（酔歩）と呼ばれる現象を紹介する。ここでは，セルを横に 100個並べ，左から

順番に 1, 2, . . . , 100のように番号を付ける。各セルには左移動，右移動，停止に対応する

チャネルが存在し，粒子はその内の１つのチャネルに入ることとする。それぞれチャネル

L（Left），チャネル S（Stop），チャネル R（Right）と名付ける（図 1）。各時間ステップ

においてチャネル位置の「回転」と粒子の「移動」に関する次の２つの操作を行う。

回転: 各セル j （j = 1, 2, . . . , 100）に対してチャネル位置の入れ替えを行う。

確率 1/6 で次の入れ替えの内１つが選択されるものとする：(L, S,R) →
(L, S,R), (L,R, S), (S,L,R), (S,R,L), (R,L, S), (R,S, L)。例えば，(L, S,R) →
(S,L,R)は，チャネル Lに入っている粒子はチャネル Sに移動し，同様にチャネ

ル Sに入っている粒子はチャネル Lに移動し，チャネル Rに入っている粒子は移

動しないことを意味する。

移動: 各セル j（j = 1, 2, . . . , 100）に対して，時刻 nにおいてチャネル L（チャネル R）

に入っている粒子は時刻 n+ 1において左隣（右隣）のセルのチャネル L（チャネ

ル R）に移動し，チャネル Sに入った粒子は動かないとする。

計算機を用いて粒子の動きを確認しよう。初期値として，セル 50 のチャネル S に粒

子を配置し，それ以外のチャネルを空の状態にする。その後，回転 → 移動を 200 回繰



り返した。チャネルの回転は確率的であるため粒子がランダムに左右に動く様子が観察

される（図 2(a)）。また，確率的な現象であるため，10 回計算を行った結果を同時に図

示すると図 2(a)のように軌道が毎回異なることが確認できる。10000回計算させ，時刻

n = 50, 100, 200において各セルに粒子が存在したサンプル数を縦軸にとると，統計的に

は分布が徐々に広がる様子が観察される（図 2(b)）。

化学反応

次に，粒子 A と粒子 Bと名付けた２種類の粒子が存在する場合について考える。各セ

ルには，粒子 Aと粒子 B用のチャネル L, S, Rが存在し，各粒子に対して回転と移動の

ルールを適用する。ここでは，ランダムウォークに加えて（化学反応を想定した）粒子間

の相互作用による粒子の生成・消滅を考慮する。回転→移動→化学反応を各時刻 nに

おいて行う。各セル j に存在する粒子 Aの数を nA(j)，粒子 Bの数を nB(j) とする。各

セルにはチャネルが３つ存在するため 0 ≤ nA(j), nB(j) ≤ 3を満たす。相互作用（化学

反応）は次のルールに従う。

• 各セル j（j = 1, 2, . . . , 100）に対して，nA(j) > nB(j) + n0 ならば確率 p1 で粒

子 Aは生成，粒子 Bは消滅し nA(j) = 3, nB(j) = 0となるようにチャネルの状態

を変化させる。確率 1− p1 でチャネル状態は不変とする。（確率 p1 にて粒子 A用

のチャネル L, S, Rすべてに粒子が入り，粒子 B用のチャネル L, S, Rから粒子を

除く。）

• 各セル j（j = 1, 2, . . . , 100）に対して，nA(j)+n1 < nB(j) ならば確率 p2 で粒子

Aおよび粒子 Bは消滅し nA(j) = 0, nB(j) = 0となるようにチャネルの状態を変

化させる。確率 1− p2 でチャネル状態は不変とする。（確率 p2 で粒子 A用チャネ

ルおよび粒子 B用のチャネル L, S, Rから粒子を除く。）

• それ以外のとき，チャネル状態は不変とする。

これまでは粒子の移動においては隣のセルへの移動のみを考慮していたが，ここでは粒

子 Aと粒子 Bが異なる距離を移動する場合も考慮する。粒子 Aおよび Bの移動距離を

それぞれmA, mB とする。

数値実験結果

上で紹介した「回転」，「移動」，「化学反応」を繰り返し行った際にどのようなことが起

きるか計算機を用いて観察してみよう。確率 p1, p2 や移動距離mA, mB の値を変化させ

ることによって，振る舞いが大きく変化するが，その中でもmB は重要なパラメータであ
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図 1 格子モデルの回転と移動。(a) チャネルの位置の交換。交換の組み合わせは６

種類あり，確率 1/6 でその内の１つが選ばれる。(b) 時刻 n にてチャネル L（チャ

ネル R）に入っている粒子は次の時間ステップ n + 1 にて左隣り（右隣り）のセルの

チャネル L（チャネル R）へ移動する。チャネル S に入った粒子は移動しない。(c)

n0 = n1 = 0としたときの化学反応の例。左の例では時刻 nにて nA = 3, nB = 2よ

り nA > nB であるため時刻 n+ 1において確率 p1 で nA = 3, nB = 3となる。右の

例では時刻 nにて nA = 1, nB = 2より nA < nB であるため時刻 n+ 1において確

率 p2 で nA = 0, nB = 0となる。
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図 2 (a) 粒子 1つの動きを 10サンプル分表示。(b) 時間ステップ n = 50，n = 100，

n = 200においてセル j に存在したサンプル数。10000サンプルの数値実験結果。

る。パラメータは (p1, p2,mA, n0, n1) = (1, 1, 1, 0, 0) とし，mB = 1と mB = 3におけ

る数値実験を行う。縦軸に時間 n，横軸にセル番号 j として粒子 Aの数 nA を図示する。

初期値として j = 50 における粒子 A 用のチャネル S にのみ粒子を配置し，それ以外の

チャネルは空とする。

mB = 1，mB = 3のいずれの場合においても，粒子 Aの数が増加し，粒子 Aの存在範

囲が空間的に広がる様子が観察される。時間が経過した際に，mB = 1のときには模様は

現れないが mB = 3のときには徐々に縞模様が現れることがわかる（図 3）。mB = 3の

場合は，時間が経過しても縞の太さはほぼ変化することなく等間隔に並んだ状態が続く。

数値シミュレーションから，回転，移動，化学反応というルールのみを用いて縞模様が

現れることが明らかになった。これらのルールには「縞の幅を一定にする」や「縞を等間

隔に並べる」という仕組みは直接的に記述されていないにもかかわらず，自発的に縞模様

が発生することは興味深い。格子モデルに対して縞模様が現れる条件を求めるためには

少々高度な解析手法が必要となるためここでは紹介できないが，参考文献として [1]を挙

げておく。

空間２次元への拡張

チャネルを上下左右方向の移動と停止に関する 5 状態とし，回転をこの５状態の間で

行うことによって容易に空間２次元に拡張することができる。空間２次元の場合は，パラ

メータを適当に取ると縞模様や斑点模様が発生する（図 4）。空間２次元の場合も空間１

次元の場合と同様に模様を発生させるためには粒子 Bの移動距離（mB）をある程度大き



く取る必要がある。

(a) (b)

図 3 格子モデルの数値実験結果。 左：(p1, p2,mA,mB , n0, n1) = (1, 1, 1, 1, 0, 0)。

右：(p1, p2,mA,mB , n0, n1) = (1, 1, 1, 3, 0, 0)。境界条件として周期境界条件を採用

した。
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図 4 空間２次元の格子モデルの数値実験結果。(a)(p1, p2,mA,mB , n0, n1) =

(0.5, 0.5, 1, 7, 2, 1)。(b)(p1, p2,mA,mB , n0, n1) = (1, 0.01, 1, 7, 2, 1)。境界条件とし

て周期境界条件を採用した。



2.2 漸化式で記述される数理モデル

前節で説明したモデルでは粒子１つ１つの運動に着目した。次に，各セルに存在する粒

子の数が非常に多い場合に有効な数理モデルについて考えてみよう。具体的な現象として

は，例えば，化学反応における分子の数の変化を想定するとよいだろう。

時刻 nにセル番号 j に存在する化学物質 Xと Yの粒子（分子）数をそれぞれ X
(n)
j と

Y
(n)
j と表す。時刻 n + 1 における X と Y の粒子数 X

(n+1)
j と Y

(n+1)
j が次のルールに

従って決定すると仮定する。

X
(n+1)
j = aX

(n)
j − bY

(n)
j ,

Y
(n+1)
j = cX

(n)
j − dY

(n)
j .

(1)

ここで，a, b, c, d > 0とする。この方程式では粒子数の変化は各セルで独立しており，セ

ル間の粒子の移動はない。この方程式は，前節で紹介したルールの「化学反応」に（ほ

ぼ）対応する。実際，X
(n)
j /Y

(n)
j > b/a のときは X は増加し X

(n+1)
j > X

(n)
j となり，

（b, d > 0より）Y
(n)
j が X

(n)
j より十分大きいときには X，Yともに減少する。

次に，ランダムウォークに対応する方程式を導出する。時刻 nから時刻 n+1における

粒子の移動に関して次を仮定する（図 5）。

• δ ×X
(n)
j の量の粒子がセル j からセル j + 1に移動する。（流出）

• δ ×X
(n)
j の量の粒子がセル j からセル j − 1に移動する。（流出）

• δ ×X
(n)
j−1 の量の粒子がセル j − 1からセル j に移動する。（流入）

• δ ×X
(n)
j+1 の量の粒子がセル j + 1からセル j に移動する。（流入）

• (1− 2δ)×X
(n)
j の量の粒子は移動しない。

ただし，δ は１より十分小さい値とする。また，すべての時間ステップ nに対して周期境

界条件（X
(n)
−1 = X

(n)
m−1，X

(n)
m = X

(n)
0 ）を採用する。以上の仮定より，

X
(n+1)
j ＝δX

(n)
j−1 + (1− 2δ)X

(n)
j + δX

(n)
j+1, j = 0, 1, · · · ,m− 1 (2)

が得られる。方程式 (2)の解を計算機を用いて計算すると，図 6に示すように分布が広が

る様子（拡散現象）が観察される。方程式 (2)はランダムウォークで観察される現象（図

2(b)）を再現するモデルとなっている。

化学物質 X と Y の化学反応 (1) と各物質の拡散現象 (2) を考慮した式は次のように
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図 5 セル間の粒子の移動。
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なる。

X
(n+1)
j = δxX

(n)
j−1 + (1− 2δx)X

(n)
j + δxX

(n)
j+1 + aX

(n)
j − bY

(n)
j , (3)

Y
(n+1)
j = δyY

(n)
j−1 + (1− 2δy)Y

(n)
j + δyY

(n)
j+1 + cX

(n)
j − dY

(n)
j . (4)

この方程式では，パラメータ a, b, c, dおよび δx, δy を適切に与えることによってチューリ

ングパターンと呼ばれる縞模様が発生することが知られている。次の章では縞模様を発生

するパラメータを求めるための解析手法について考察する。

3 解析手法 —座標系を変えると見方が変わる—

2.2章では，漸化式による数理モデル（式 (3), (4)）を紹介した。この章ではその数理モ

デルを用いて縞模様が現れる条件を明らかにする。式 (3), (4)の解を（高校数学で学ぶ範

囲の手法では）具体的に解くことは困難であるが，適当な座標変換を行うことによって解

析が容易になることがわかるだろう。



3.1 ２変数漸化式

まずは２変数の漸化式について考える。通常，２次元の場合には座標系として

{(1, 0), (0, 1)} が用いられ，座標 (2,−1) は 2 · (1, 0) + (−1) · (0, 1) を意味する。しか
し，一般には座標系の取り方を変えることによって，点の位置の表し方には様々な方法が

可能になる。次の漸化式を考える。

xn+1 = −2yn,

yn+1 = −xn + yn.
(5)

天下り的ではあるが，新たな座標系として {(2, 1), (−1, 1)}を採用する（図 7）。通常の座

標における (xn, yn)は次の変換

xn(1, 0) + yn(0, 1) = un(2, 1) + vn(−1, 1)

によって un = 1
3 (xn + yn), vn = 1

3 (−xn + 2yn)となることがわかる。この変換によって

(5)は次のように簡単な式になる（un と vn の式が独立している）。

un+1 = −un,

vn+1 = 2vn.
(6)

この式から u0 ̸= 0のとき un（n = 0, 1, . . .）は符号を変えながら振動し，v0 ̸= 0のとき

vn（n = 0, 1, . . .）は発散することがわかる。

一般に，次が成り立つことが知られている。

xn+1 = pxn + qyn,

yn+1 = rxn + syn
(7)

に対して，D := (p + s)2 − 4(ps − qr) > 0 を満たすならば，適当な変数変換 un =

a1xn + b1yn，vn = a2xn + b2yn により，方程式 (7)は次のような形で表現することがで

きる。
un+1 = λ1un,

vn+1 = λ2vn.

ただし，λ1 = (p+ s+
√
D)/2，λ2 = (p+ s−

√
D)/2である。特に，等比数列の性質よ

り次が成り立つ。

命題 1 D > 0かつ |λj | < 1（j = 1, 2）ならば limun = 0かつ lim vn = 0が成り立つ。

また，limxn = 0かつ lim yn = 0が成り立つ。



また，次のことが成り立つ。

命題 2 D > 0かつ |λ1| > 1ならば解は発散する。

D = 0および D < 0の場合に関する適切な変数変換については大学の線形代数学の講義

で使用される教科書の「対角化」に関する章に記載されているので興味のある方はそちら

をご覧ください。

図 7 座標変換のイメージ。

3.2 拡散現象を記述する漸化式の解析

拡散現象を記述する漸化式 (2) に適した座標変換について考察する。3.1 章において

un，vn をそれぞれ xn，yn を用いて表現したように，式 (2)における Xj（添え字 (n)は

しばらく省略する）を次のように表す。

Xj = X̃0e
0πj
m i + X̃1e

2πj
m i + · · ·+ X̃m−1e

(m−1)πj
m i, (j = 0, 1, . . . ,m− 1)(

=

m−1∑
k=0

X̃ke
2kπj
m i

)
(8)

ここで，

e
2πj
m i = cos

(
2πj

m

)
+ i sin

(
2πj

m

)
であり，i は虚数単位である。この変換では，X0, X1, · · · , Xm−1 が与えられた時，

X̃0, X̃1, · · · , X̃m−1 の値を決定することができる。例として X̃k を求める手順を紹介

する。まず，両辺に e−
2kπj
m i を掛ける。

Xje
− 2kπj

m i =
(
X̃0e

0πj
m i + X̃1e

2πj
m i + · · ·+ X̃m−1e

2(m−1)πj
m i

)
e−

2kπj
m i

=
(
X̃0e

2(0−k)πj
m i + X̃1e

2(1−k)πj
m i + · · ·+ X̃m−1e

2(m−1−k)πj
. mi

)
.



次に，両辺 j = 0からm− 1まで和をとる

m−1∑
j=0

Xje
− 2kπj

m i =
m−1∑
j=0

(
X̃0e

0πj
m i + X̃1e

2πj
m i + · · ·+ X̃m−1e

2(m−1)πj
m i

)
e−

2kπj
m i

=

m−1∑
j=0

(
X̃0e

2(0−k)πj
m i + X̃1e

2(1−k)πj
m i + · · ·+ X̃m−1e

2(m−1−k)πj
m i

)
= mX̃k.

最後の式を導くために次を用いた

e0 = 1, e
2lπ0
m i + e

2lπ1
m i + · · ·+ e

2lπ(m−1)
m i = 0 (ただし l ̸= 0).

右の式は

0 = e
2lπm

m i − 1 = (e
2lπ
m i − 1)(e

2lπ0
m i + e

2lπ1
m i + · · ·+ e

2lπ(m−1)
m i)

から得られる。以上の計算より離散フーリエ変換と呼ばれる関係式

1

m

m−1∑
j=0

Xje
− 2kπj

m i = X̃k (9)

が得られる。さらに，X−1 = Xm−1 より

1

m

m−1∑
j=0

Xj−1e
− 2kπj

m i =
1

m

m−1∑
j=0

Xj−1e
− 2kπ(j−1)

m ie−
2kπ
m i

=
1

m

m−1∑
j′=0

Xj′e
− 2kπj′

m ie−
2kπ
m i

= X̃ke
− 2kπ

m i

が得られ，Xm = X0 より

1

m

m−1∑
j=0

Xj+1e
− 2kπj

m i =
1

m

m−1∑
j=0

Xj+1e
− 2kπ(j+1)

m ie
2kπ
m i

=
1

m

m−1∑
j′=0

Xj′e
− 2kπj′

m ie
2kπ
m i

= X̃ke
2kπ
m i



が得られる。同様の計算によって，

m−1∑
j=0

(Xj−1 − 2Xj +Xj+1)e
− 2kπj

m i

= m(e−
2πk
m i − 2 + e

2πk
m i)X̃k

= −4m sin2
(
πk

m

)
X̃k

(10)

が得られる。ここで次の関係式を用いた。

e−
2πk
m i − 2 + e

2πk
m i = 2 cos

(
2πk

m

)
− 2

= −4 sin2
(
πk

m

)
.

変換 (10)によって，漸化式 (2)を次のような解きやすい式に変形することができる。実

際，(10)を用いると (2)は次のように変形することができる。

X̃
(n+1)
k = X̃

(n)
k − 4δ sin2

(
πk

m

)
X̃

(n)
k

=

(
1− 4δ sin2

(
πk

m

))
X̃

(n)
k , (k = 0, 1, · · · ,m− 1).

同様の計算により，(3)と (4)は

X̃
(n+1)
k =

(
1 + a− 4δx sin

2

(
πk

m

))
X̃

(n)
k − bỸ

(n)
k ,

Ỹ
(n+1)
k = cX̃

(n)
k +

(
1− d− 4δy sin

2

(
πk

m

))
Ỹ

(n)
k

(11)

と変換される。以上の計算より，式 (3)と (4)の解は各 kに対して (11)を解くことによっ

て求めることができる。そこで，

Pk =

(
1 + a− 4δx sin

2

(
πk

m

))
, Qk = −b, Rk = c, Sk =

(
1− d− 4δy sin

2

(
πk

m

))
とおき，式 (7)の p, q, r, sをそれぞれ Pk, Qk, Rk, Sk とし，λ1，λ2 をそれぞれ λk,1，λk,2

とすると条件 |λk,1| < 1かつ |λk,2| < 1を満たすならば X̃k → 0かつ Ỹk → 0となる。し

たがって，命題 1より，すべての kに対して |λk,1| < 1かつ |λk,2| < 1であればすべての

j に対してXj と Yj は 0に収束する（縞模様は現れない）。一方，命題 2より，ある k に

対して |λk,1| > 1を満たすならば Xk, Yk は発散する（縞模様が現れる）。



例えば，m = 30，(a, b, c, d, δx) = (0.01, 0.01, 0.021, 0.02, 0.01)とする。δy = 0.031の

ときには |λk,1|, |λk,2| < 1 であり縞模様は現れない（図 8 (a)）。δy = 0.032 のときには

k = 2に対して λk,1 = 1.000068となり，それ以外の k に対しては |λk,1|, |λk,2| < 1とな

る。このとき X̃2，Ỹ2 が発散するため波数が 2の縞模様が発生する（図 8 (b)）。このよう

に，数学解析によってどのような形状（波数）の縞模様が発生するかを予想することがで

きる。最後に，δy を大きくすることは mB を大きくすることに対応しているので，この

数理モデルにおいても縞模様を発生させるためには化学物質 Yの移動頻度（または単位

時間当たりの移動距離）が重要であることがわかった。
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図 8 方程式 (11)の数値実験結果。(a) δy = 0.031とすると解は一様な状態に収束す

る。(b) δy = 0.032 のときは波数 2 のモードが不安定化し，時間経過とともに解の振

幅が大きくなる様子が観察される。図では解が発散する前のある時刻における解を表

示した。

4 微分方程式

拡散現象を記述する漸化式 (2)の適切な極限を取ることによって時間，空間ともに離散

的な漸化式の数理モデルを時間，空間ともに連続的な偏微分方程式として記述することが

できる。時刻 t, 空間 xにおける X の値を X(t, x)とする。X
(n)
j = X(n ×∆t, j ×∆x)

（∆tは時間ステップ幅，∆xはセルの幅）とし，∆xを小さくすると同時にセルの数mを

増加させ，δ(∆x)2/(2∆t) = D̃（一定）として∆x → 0，∆t → 0とすると次の偏微分方程

式が得られる。
∂X

∂t
= D̃

∂X2

∂x2



拡散現象に加えて化学反応を考慮した方程式は次のようにかける。

∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
+ f(u, v),

∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ g(u, v).

この形の方程式は反応拡散系と呼ばれる（右辺第 1項は拡散，f と g は化学反応）。関数

f(u, v)，g(u, v)の取り方によって，様々な模様が現れることが知られている。

反応拡散系の例

例えば，化学物質 U と V が次のような化学反応を起こすとしよう。

U + 2V → 3V,

V → P.

ただし，P は生成物とする。この化学反応に加え，U の供給を考慮に入れた方程式は次の

ように記述される。
∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
− uv2 + F (1− u),

∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ uv2 − (k + F )v.

この方程式は Gray-Scott モデルと呼ばれる。計算機を用いてシミュレーションすると

パラメータ Du, Dv, F , k に依存して様々な模様が現れる。例えば (Du, Dv, F, k) =

(0.04, 0.01, 0.05, 0.07) のときには格子モデルと同様に等間隔に並ぶスポット模様が現れ

る（図 9(a)）。

f(u, v) = u(1−u)(u−a)−v，g(u, v) = ϵ(u−γv)としたときの反応拡散系は FitzHugh-

Nagumo モデルと呼ばれる。神経軸索上を伝播するパルスダイナミクスを記述する方程

式である。この方程式では波形を保ちながら一定速度で伝播するパルス波が現れ，空間２

次元で計算するとパルス波の伝播によってスパイラルパターンが発生する（図 9(b)）。

階層的構造

生命システムでは細胞，器官，身体のように階層的な構造がみられる。反応拡散系を含

む偏微分方程式による数理モデルはそのような階層構造を再現する方程式として注目され

ている。生命システムでは各階層におけるダイナミクスは独立していることはなく，適切

な相互作用を通してシステム全体として機能的な振る舞いを実現している点が興味深い。

どのような相互作用であればシステム全体が機能的に振る舞うか？そのような問いに対し



て近年，細胞運動などの数理モデル研究が報告されており，今後も活発に研究されると予

想される。模様における典型的な例として魚の表皮模様が挙げられる。例えば，ポタモト

リゴン・モトロ（淡水エイの一種）では，斑点模様の周りに小さい斑点模様が並ぶ，模様

の空間的階層構造が観察される（図 9(c)のような模様）。反応拡散系を用いてこのような

模様を生成するためのアイデアの１つとして，２つの反応拡散系を相互作用させる方法が

挙げられる。数理モデルは例えば次のような形で記述される。

∂u1

∂t
= Du

∂2u1

∂x2
+ f1(u1, v1) + h1(u2, v2),

∂v1
∂t

= Dv
∂2v1
∂x2

+ g1(u1, v1) + h2(u2, v2),

∂u2

∂t
= D̃u

∂2u2

∂x2
+ f2(u2, v2) + h3(u1, v1),

∂v2
∂t

= D̃v
∂2v2
∂x2

+ g2(u2, v2) + h4(u1, v1).

この方程式では，u1, v1 の２変数の方程式で空間スケールの大きな模様を作成し，u2, v2

の２変数では小さい模様を作成し，それらの模様を hj（j = 1, 2, 3, 4）という関数を通し

て相互作用させることを表している。例えば，図 9(c) では１つ目の反応拡散系 (u1, v1)

を用いて大きなスポットを作成し，もう１つの反応拡散系 (u2, v2)を用いてそのスポット

の周りに小さなスポットパターンを作成するようにしている。図 9(d)では１つ目の反応

拡散系を用いて大きなスポットを，もう１つの反応拡散系を用いて小さいスパイラルを作

成し，それらの方程式を相互作用させることによりスポットの中でのみスパイラルが観察

されるようにしている [2]。このように，２つの反応拡散系の相互作用を上手に構成する

ことによって階層的な模様を作成することが可能になる。

5 補足

格子モデルのプログラムを作成することは比較的容易であり，パソコンがあれば簡単に

シミュレーションすることが可能である。格子モデルは縞模様の解析だけでなく，流体現

象や細胞運動など幅広い現象に活用されている。もし，皆さんの身の回りに興味がある現

象があれば，是非，格子モデルを使って現象の再現を試みてください。

方程式 (6)を導出するために用いた変数変換は（筆者が試行錯誤して発見したのではな

く）ある決まった計算方法によって得られたものである（大学の線形代数学で学ぶ「対角



(a) (b)

(c) (d)

図 9 (a) スポットパターン（Gray-Scott モデル）。(b) スパイラルパターン

（FitzHugh-Nagumo モデル）。(c) 階層的スポットパターン。(d) 各スポットの内

部でみられるスパイラルパターン。

化」）。漸化式 (5)を行列を用いて書くと次のようになる。(
xn+1

yn+1

)
=

(
0 −2
−1 1

)(
xn

yn

)
.

次に，係数行列の固有値を計算する。

0 =

∣∣∣∣0− λ −2
−1 1− λ

∣∣∣∣ = −λ(1− λ)− 2 = λ2 − λ− 2

より，λ = −1, 2が得られる。λ = −1の固有ベクトルは(
1 −2
−1 2

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
より (

x
y

)
=

(
2
1

)
.



同様に λ = 2の固有ベクトルは (
x
y

)
=

(
−1
1

)
である。これらの固有ベクトルを用いて行列 P を次のように作成する。

P =

(
2 −1
1 1

)
.

以上の計算より，変数変換は次の計算式より得られる。(
u
v

)
= P−1

(
x
y

)
=

(
1
3x+ 1

3y
− 1

3x+ 2
3y

)
.
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